Pracownia Astronomiczna
(1)

analiza wynikow pomiarow i ich niepewnosci



Jedyna pewnos$¢ w nauce to niepewnos¢

It is imperative in science to doubt; it is absolutely necessary, for progress in
science, to have uncertainty as a fundamental part of your inner nature. To make
progress in understanding, we must remain modest and allow that we do not
know. Nothing is certain or proved beyond all doubt. You investigate for
curiosity, because it is unknown, not because you know the answer. And as you
develop more information in the sciences, it is not that you are finding out the
truth, but that you are finding out that this or that is more or less likely.

That is, if we investigate further, we find that the statements of science are not of
what is true and what is not true, but statements of what is known to different
degrees of certainty... Every one of the concepts of science is on a scale
graduated somewhere between, but at neither end of, absolute falsity or
absolute truth.

Richard Feynman



W hauce
opinie i poglady s3 nieistotne
nikt nie jest nieomylny

liczg sie dowody
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Kazdy pomiar obarczony jest btedami

Co wptywa na doktadnos¢ pomiaru, skad sie biorg niepewnosci?
e Warunki podczas prowadzenia pomiaru (np. oswietlenie)
* Jakos¢/doktadnos¢ narzedzi uzytych do pomiaru (np. podziatka na tasmie mierniczej)

e Czy mierzona wielkosc jest dobrze zdefiniowana (np. zmienia sie wraz z warunkami
otoczenia lub miejsca pomiaru)



Znaczenie niepewnosci pomiaréow

W sytuacjach zycia codziennego wiedza na temat niepewnosci zwykle nie ma znaczenia.

W nauce ma ona jednak znaczenie kluczowe.

Przyktad:
Chcemy dowiedziec sie czy nowoodkryta planetoida jest obiektem skalnym czy lodowym.
Materia skalna ma $rednig gestosc ok. 3 g/cm3, lodowa natomiast ok. 1 g/cm3.

Z dwdch niezaleznych analiz otrzymano nastepujgce wyznaczenie Sredniej gestosci tej
planetoidy:

2.7 g/cm3
1.2 g/cm3



Znaczenie niepewnosci pomiaréow

W sytuacjach zycia codziennego wiedza na temat niepewnosci zwykle nie ma znaczenia.

W nauce ma ona jednak znaczenie kluczowe.

Przyktad:
Chcemy dowiedziec sie czy nowoodkryta planetoida jest obiektem skalnym czy lodowym.
Materia skalna ma $rednig gestosc ok. 3 g/cm3, lodowa natomiast ok. 1 g/cm3.

Z dwdch niezaleznych analiz otrzymano nastepujgce wyznaczenie Sredniej gestosci tej
planetoidy (wraz z ich niepewnosciami):

(2.7 +1.7)g/cm?®  wartos¢ prawdziwa w zakresie: 1.0 — 4.4 g/cm3

(1.2 £0.3) g/cm®  wartos¢ prawdziwa w zakresie: 0.9 — 1.5 g/cm3



== ——  Jak obliczy¢ niepewnosci pomiarowe?
— D —
—EE—— —— * Ocena niepewnosci przy odczycie skali (na ,,0ko”, zdrowy rozsadek).
§: D~ e Przyktad: pomiar dtugosci wykonany skalg z podziatkg lub pomiar
= e napiecia pradu woltomierzem.
E Najblizszy znacznik podziatki (najlepsze przyblizenie): 57 mm
— e Prawdopodobny zakres: 56.5 — 57.5 mm
: Prawdopodobna niepewnos¢ pomiaru: 0.5 mm *

LMA

19 | 0
| | |

Hol

300898

_MADE INJPOLAND

Najblizszy znacznik podziatki (najlepsze przyblizenie): 37.5V
Prawdopodobny zakres: 37.0 —38.0 V
Prawdopodobna niepewnos¢ pomiaru: 0.5V *

* Tu jest to potowa najmniejszej dziatki. Czasem niepewnos¢ jest brana jako cata najmniejsza dziatka



Jak obliczy¢ niepewnosci pomiarowe?

* Wyznaczanie niepewnosci przez pomiar wielokrotny.

Przyktad: pomiar czasu stoperem okresu wahadta.

Kolejne pomiary okresu wahan daja: 2.3, 2.4, 2.5, 2.3 [s]
Wartos$¢ srednia (najlepsze przyblizenie): 2.4 s
Prawdopodobny zakres: 2.3 -2.5s

Prawdopodobna niepewnosé¢ pomiaru: 0.1 s




Zapisywanie wynikow pomiarow
Kazdy pomiar podawany jest tgcznie z niepewnoscig. Pozwala to na ocene jego jakosci.

najlepsze przyblizenie wartosci mierzonej (prawdziwej) £ niepewnos¢ pomiaru
x + 6x

Przyktad:
Kolejne pomiary okresu wahan daja: 2.3, 2.4, 2.5, 2.3 [s]
Wartosc¢ srednia (najlepsze przyblizenie): 2.4 s

Prawdopodobna niepewnos¢ pomiaru: 0.1 s

okres wahan,t=2.4+0.1s

Rzeczywisty okres wahan znajduje sie z pewnym prawdopodobieinstwem (mniejszym
niz 100%) w przedziale zdefiniowanym przez niepewnos¢ pomiaru:

(x —6x,x+ 0x)
(2.3,2.5)s



Zapisywanie wynikow pomiarow

Przy zapisie musimy pamietaé, ze wynik musi by¢ zapisany zgodnie z precyzja, z jaka jest
znany. Tu stosujemy zasade cyfr znaczgcych:

Zaokraglany niepewnosé pomiarowa do dwdch?! cyfr znaczacych
i dostosowujemy do niej precyzje zapisu pomiaru przez zaokraglanie?.

Cyfry znaczace to te, ktére majg znaczenie fizyczne (sg uzasadnione niepewnoscig
pomiaru).

Przyktad:

g = 9.824 + 0.023T25 m/s> - g =9.824 + 0.023 m/s?

R =6051.78 + 30¢km - R =6052 1 30 km

1) Zasada przyjeta np. w zapisywaniu podstawowych statych fizycznych (np. baza CODATA ).
Pozwala ona tez minimalizowac btedy zaokraglania.

2) Ostatnia cyfra znaczgca w kazdym wyniku powinna by¢ tego samego rzedu co druga cyfra
Znaczyca hiepewnosci pomiarowe; .



Zapisywanie wynikow pomiarow

Przyktady
Wartosc niepewnosci pomiarowej okresla liczby znaczace w wyniku:

x = 92.812
x = 92.81, 6x = 0.32
x =92.8,6x = 3.2
x =93, 6x = 32

Dla bardzo duzych i matych liczb stosujemy zapis wyktfadniczy, najlepiej w tej samej
formie dla wyniku i niepewnosci:

d=1496-10°+4.6-10°km > d = (1.496 £ 0.046)-10% km

Uwaga: unikamy zaokraglania liczb, ktore uzywamy dalszych w obliczeniach.
Pozwala to unikng¢ btedow zaokraglen.
Zaokraglamy tylko wynik koncowy.



Zapisywanie wynikow pomiarow

Zasady zaokraglania:

» Jesli pierwsza cyfra do odrzucenia jest mniejsza niz 5, usuwany cyfry nieznaczgce
przyktad (zt6zmy, ze ostatnig cyfrg znaczacg jest pierwsza cyfra ,,po przecinku”):
5.326 - 5.3
» Jesli pierwsza cyfra do odrzucenia jest wieksza niz 5, usuwajac cyfry nieznaczace i

podnosimy wartos¢ ostatniej cyfry znaczacej o 1

przyktad (zt6zmy, Ze ostatniag cyfrg znaczacg jest pierwsza cyfra ,,po przecinku”):
5.386 » 5.4

» Jesli pierwsza cyfra do odrzucenia jest rowna 5, zaokrgglamy ostatnig cyfre
znaczgcy do najblizszej cyfry parzystej. To ogranicza wptyw bteddéw zaokraglania na
ewentualne dalsze obliczenia wykonane z wykorzystaniem zaokraglonych liczb.

przyktad (zt6zmy, Ze ostatniag cyfrg znaczacg jest pierwsza cyfra ,,po przecinku”):

7.550 - 7.6
7.650 - 7.6



Zapisywanie wynikow pomiarow

Dalsze przykfady:

dobrze: 10.47 1+ 0.23 zle: 10.47 +0.232, 10.5 4 0.23, 10.473 + 0.23

4200 + 43 wynik ma 4 cyfry znaczace, w tym 2 zera
4200 + 1500 wynik 2 cyfry znaczace (4 i 2), zera nie sg znaczace z powodu wielko$ci niepewnosci
4214 + 1500 zty zapis, cyfry 1i 4 nie sg znaczace

Istotne uwagi. W poprawnie zapisanym wyniku koricowym wraz z niepewnoscia:
* Wszystkie cyfry niezerowe sg znaczgce.

* Wszystkie zera miedzy cyframi niezerowymi sg znaczgce (np. 1507 — tu wszystkie cyfry sg
znaczace).

e Zera poprzedzajace nie sg znaczgce (np. 0.056 ma tylko 2 cyfry znaczace 5 6).

» Zera nastepujgce po kropce dziesietnej sg znaczace (np. 14.0 ma 3 cyfry znaczgce w tym
koricowe zero).

» Zera nastepujgce przed kropg dziesiethg mogg by¢ znaczace (np. 4200 w powyzszym
przyktadzie)



Zapisywanie wynikdw pomiaréw

Przyktady — zapisz wyniki we wtasciwej postaci (juz rozwigzane):

v =38.123257 + 0.0312 m/s

v =28.123 + 0.031 m/s +0.032

x = 3.1325:10% + 2.23 m

x =31325+22m
x = (3.1325 + 0.0022) - 103 m +0.0023

m = 5.6778-107°> 4+ 3.05- 1077 kg

m = (5.678 + 0.030) - 107> kg +0.031

Czasem przy zaokraglaniu niepewnosci pomiarowej stosuje sie state zaokrgglanie do géry w celu unikniecia zanizenia niepewnosci.
W powyzszych przyktadach wyglada to tak



Rozbieznosci, pordwnania wartosci zmierzonych

W analizie ilosciowej otrzymany wynik poréwnywany jest z innymi wartosciami. Z czym
mozemy porownac otrzymang przez nas wartosc:

» z wartoscig uznang (literaturowg, , prawdziwg”)

* z wartoscig przewidziang teoretycznie

» 7z wartoscig wyznaczong innych obserwacji/innych metod analizy/w innym czasie/...
Poréwnanie pozwala wyciggnac¢ odpowiednie wnioski. W porownaniu kluczowg role
odgrywa niepewnos¢ pomiarowa.

Rozbieznos¢ miedzy porownywanymi wartosciami jest roznicg miedzy nimi.

Rozbieznos¢ moze byc¢ znaczaca lub nieznaczgca. W tym drugim przypadku wartosci sg
zgodne ze sobg w granicy niepewnosci pomiarowej. Rozbieznos¢ znaczgca moze wynikaé
z wielu przyczyn:

* btedy obliczeniowe lub pomiarowe (w tym systematyczne),
* niewfasciwe oszacowanie niepewnosci pomiarowej,

e porownanie z nieodpowiednig wartoscia,

* btedy systematyczne.

Przyczyny rozbieznosci mogg tez byc¢ rzeczywiste, fizyczne.

Znalezienie przyczyn rozbieznosci znaczgcej wymaga uwaznego sprawdzenia
przeprowadzonej analizy.



Rozbieznosci, pordwnania wartosci zmierzonych

Przyktady (poréwnanie dwdéch wartosci zamierzonych, natezenie pradu [A]):
I, =160+ 1.0A
[b,=23.0+20A

rozbieznos¢ R=7 A, znaczaca
(wieksza od sumy niepewnosci pomiarowych 7.0 > 1.0 + 2.0)

(mniejsza od sumy niepewnosci pomiarowych 7.0 < 5.0 + 3.0)
I, =47.0+3.0A

I; =40.0+5.0 A} rozbieznos$¢ R=7 A, nieznaczaca
(wartosci zgodne ze sobg w granicy niepewnosci)

TR ——s—
[TTTTTTTT[TITT I TTTT ] [TTTTTTITTTTT]A
0] 5 50 55 60

[TTJTTTT[TTITT[ T
10 15 20 25 30 35 40 45

w

Wazne: oceniamy nie tylko roznice miedzy pomiarami, ale tez jak ta réznica ma sie do
niepewnosci pomiarowych.



Rozbieznosci, porownania wartosci zmierzonych

Z pewnym prawdopodobienstwem (ale nie 100%) szukana wartos¢ prawdziwa (uznana)
znajduje sie w przedziale:

(x—6x,x+ ox)

Moze jednak byc ,,nieco” poza nim. Dlatego, w przypadku gdy wartosci uznana jest ,nieco”
poza powyzszym przedziatem, mozna w mowic o zgodnosSci wartosci zmierzonej z uznanag.

Przyktad (poréwnanie wartosci zamierzonej z uznang):

c = 2.99792458 - 108 m/s  warto$¢ uznana predkoéci $wiatta w prézni :

£
i
c; = (2.95 + 0.12) - 108 m/s warto$¢ uznana w granicach niepewnosci 1%° 600’4»
o of
¢, = (3.10 £ 0.10) - 108 m/s warto$¢ uznana tuz poza granicg niepewnosci 1% 6(\050
)
e’l«%

c3 = (2.50 + 0.15) - 108 m/s wartoé¢ uznana daleko poza granica niepewnosci o

wartosc¢

uznana
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Niepewnos¢ wzgledna

Oprdcz standardowej niepewnosci (bezwzglednej) dx, uzywanej w zapisie:
x + ox
Uzywamy jeszcze niepewnosci wzglednej:

. > 0x
niepewnosc wzgledna = =~

oraz niepewnosci wzglednej procentowe;j:

Ox

niepewno$¢ wzgledna procentowa = = 100%

Niepewnos¢ wzgledna jest wielkoscig bezwymiarowg i niesie informacje o jakosci pomiaru.

Przyktad:
x =100.0 £1.0cm % = 0.01 (= 1.0%) (mata niepewnos¢ wzgledna, pomiar doktadny)
x =50 +1.0cm % = 0.2 (= 20%) (duza niepewnos¢ wzgledna, pomiar zgrubny)

uwaga: przy zapisie niepewnosci wzglednej mozna zachowacd zasade dwoch cyfr znaczacych



Wielkos$¢, wartosé, pomiaru

* Wielkos¢ (mierzalna) - cecha zjawiska, ciata lub substancji, ktérg mozna wyréznié
jakoSciowo i wyznaczy¢ ilosciowo (dtugos$¢, czas, masa, temperatura, opor
elektryczny).

* Wartos¢ (wielkosci) - wyrazenie ilosciowe wielkosci.

* Wartosc prawdziwa (wielkosci) - wartos¢, jakg uzyskatoby sie jako wynik
bezbtednego pomiaru. Jest ona nieznana, ale zaktadamy, ze istnieje (co nie zawsze
musi by¢ prawda).

* Wartos¢ umownie prawdziwa - wartos¢ przypisana danej wielkosci i uznana,
niekiedy umownie, jako wartos¢ wyznaczona z niepewnoscig akceptowang w
danym zastosowaniu. Inne stosowane nazwy: wartos¢ przypisana, wartos¢
umowna, wartoscig odniesienia.

Przyktad: wartos¢ statej Avogardo, N,: 6.0221367 x 102 mol. (CODATA, 1986).

* Pomiar - zbidér operacji majgcych na celu wyznaczenie wartosci wielkosci.



Przyczyny btedéw w pomiarach

e Ograniczenia instrumentalne — kazdy przyrzad pomiarowy jest wykonany ze
ograniczong doktadnoscia.

* Bfedy przypadkowe (losowe) — wynikajg z roznych przyczyn losowych
(nieprzewidzianych, nieznanych), np. z niezauwazonych drobnych zmian w czasie
pomiarow. Zachowanie tych btedow jest czesto przewidywalne i poddajg sie one
analizie statystycznej (nie majg wptywu na wartosc sredniej liczonej z wielu pomiarow).

* Bfedy systematyczne — sg to btedy spowodowane przez czynnik (instrument, metoda),
ktory nie zmienia sie w trakcie pomiaréw. Powodujg systematyczne odchylenie
pomiaréw od wartosci prawdziwej. Nie poddajg sie analizie statystycznej (wartos¢
Srednia wyliczona z wielu pomiaréw rowniez bedzie obcigzona tymi btedami). Nie s3
uwzgledniane w oszacowaniu niepewnosci pomiarowej. Czasem sg bardzo trudne do
wykrycia i oszacowania.

 Btad gruby/cztowieka — btgd wynikajgcy z pomytki, Zzle wykonanej pracy, btednego
zadziatania sprzetu. Pomiar z btedem grubym znaczgco odbiega od pozostatych
pomiarow. Pomiary obarczone btedami grubymi nalezy odrzucac z serii pomiarowych.



Przyczyny btedow w pomiarach

x0— wartosc prawdziwa

C BEAD SYSTEMATYCZNY ) ——t—— :{} — W

Xi— wyniki pomiarow

¥x0— wartosc prawdziwa
C BLAD PRZYPADKOWY ) — a-ﬁ-hi —>

xi— wyniki pomiarow

btad gruby x0— wartosc prawdziwa

C BLAD GRUBY D) )—L—f—;——\/—,—/vf:&m—} —t>

*%— wyniki pomiarow




Btad i niepewnos$¢ pomiaru

Te dwa terminy oznaczaja:

* Btad pomiaru (btad prawdziwy) — réznica miedzy wartosScig zmierzong a wartoscia
prawdziwg (wzorcowg, oczekiwang). Btgd pomiaru jest nieznany. Gdybysmy go znali,
poprawka pomiaru na btad bytaby prosta.

* Niepewnosc¢ pomiaru — przedziat, w ktérym z pewnym prawdopodobienstwem
znajduje sie prawdziwa wartos¢ wielkosci mierzonej. Niepewnosc te mozemy
oszacowac.

- btagd pomiaru E

o— ®

~
' X, . X X i
I s .
} pr \ér i
[ »le »l
niepewnosc niepewnosc
pomiaru Xe, pomiaru Xe,

X, — Wartos¢ prawdziwa
X, — 0Szacowanie wartosci prawdziwej uzyskane w wyniku pomiarow
X; — pojedynczy pomiar



Precyzja i doktadnos¢ pomiaru

* Pomiar precyzyjny — kolejne pomiary sg bliskie siebie, ale niekoniecznie s3 bliskie
wartosci prawdziwe;j.
(inaczej: btedy przypadkowe sg mate).

* Pomiar doktadny — srednia z zestawu pomiarow jest bliska wartosci prawdziwej.
(inaczej: btedy systematyczne sg mate)

niska precyzja niska precyzja wysoka precyzja wysoka precyzja
niska doktadnos¢ wysoka doktadnos¢ niska doktadnos¢ wysoka doktadnos¢

na powyzszych rysunkach: @ - pojedynczy pomiar, x - wartos¢ Srednia, + - wartos¢ prawdziwa



Precyzja i doktadnos¢ pomiaru

* Pomiar precyzyjny — kolejne pomiary sg bliskie siebie, ale niekoniecznie s3 bliskie
wartosci prawdziwe;j.
(inaczej: btedy przypadkowe sg mate).

* Pomiar doktadny — srednia z zestawu pomiarow jest bliska wartosci prawdziwej.
(inaczej: btedy systematyczne sg mate)
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niska precyzja niska precyzja wysoka precyzja wysoka precyzja
doktadnos¢ ? doktadnosc ? doktadnosc ? doktadnos¢ ?

wersja bardziej rzeczywista: nie znamy wartosci prawdziwej, wiec trudniej okresli¢ doktadnos$¢ pomiaru
(czy wartosc Srednia jest bliska prawdziwej)



Jak oszacowac wartosc¢ prawdziwg i btagd pomiaru?

Zatozmy teraz, ze istotne sg tylko btedy przypadkowe, a systematyczne sg do zaniedbania
(w jakis sposdb udato nam sie je wykryc i zminimalizowad).

Wykonujemy analize statystyczng pomiaru wielokrotnego. Jesli mamy pewnos¢, ze
wielkos¢, ktdrg mierzymy, jest za kazdym razem rzeczywiscie tg samg wielkoscig, to
wielokrotna powtdrzenie pomiaru pozwoli:

* lepiej oszacowa¢, jaka moze by¢ wartos¢ prawdziwa

* poznac niepewnos¢ naszych pomiarow

Przyktad: wyznaczenie okresu wahadta (T)

Kolejne pomiary okresu wahan stoperem daja:
x; = [4.23,4.04,3.89,4.01,4.05,3.96,3.81,4.06,4.41,3.91] s

Co chcielibysmy wiedziec:
* najlepsze przyblizenie wartosci prawdziwej okresu T
* najlepsze przyblizenie btedu pojedynczego pomiaru

* niepewnosc z jakg znamy przyblizenie wartosci prawdziwej




Analiza statystyczna pomiarow

x; = [4.23,4.04,3.89,4.01,4.05, 3.96,3.81,4.06,4.41,3.91] s

Najlepszym przyblizeniem wartosci prawdziwej (zwykle) jest wartosc srednia:

x1+x2+“'+xN_ 1
N N

l

X = Xi = Xprawdziwa

N
=1

W naszym przyk’fadzie (nie stosujemy na razie zaokraglania do cyfr znaczacych):

X1 +Xy+X3+ -+ X
F=—1 2 1?6 19 _ 4.03700s

Uwaga:

Srednia nie jest wartoscia prawdziwa. Srednia moze stanowi¢ najlepsze przyblizenie tej
wartosci.



Analiza statystyczna pomiarow

x; = [4.23,4.04,3.89,4.01,4.05,3.96,3.81,4.06,4.41,3.91] s
x = 4.03700 s

Jak rdznig sie poszczegdlne pomiary od wartosci sredniej? O tym informujg nas odchylenia
(residua):

di = Xi — X
Mate odchylenia oznaczajg pomiar precyzyjny.

W naszym przyktadzie (nie stosujemy na razie zaokraglania do cyfr znaczacych):

d; =[0.19300,0.00300,—-0.14700,—-0.02700,0.01300,—-0.07700, —0.22700, 0.02300, 0.37300, —0.12700]

Czy srednia z odchylen bedzie przyblizeniem btedu (analogicznie do sredniej z pomiaréow)?
Nie, Srednia z odchylen nie zawiera zadnej informacji, poniewaz zawsze:

N

1

50, 4=0
=1

Odchylenia nie sg btedami pomiarowymi. Mogg one postuzy¢ do obliczenia niepewnosci
pomiarowych (czyli przyblizenia btedéw pomiarowych).

Uwaga:



Analiza statystyczna pomiarow
Sposobem na obejscie tego problemu jest Srednia z wartosci bezwzglednych, tzw. srednie

odchylenie.
N N
1 1 )
o= Nzldil = sz — x|
i=1 i=1

Nie jest jednak ono stosowane w analizie statystycznej pomiarow. Zwykle stosuje sie
pierwiastek z sumy kwadratow odchylen, czyli odchylenie standardowe:

S ie1(d;)? _ i, (g — %)?
x N-—-1 N-—-1

Uwaga: 2 to tzw. wariancja

W naszym przyk’radzie (nie stosujemy na razie zaokraglania do cyfr znaczacych):
o, = 0.174168 s



Analiza statystyczna pomiarow

Jakie jest znaczenie odchylenia standardowego? Jesli mierzymy jakas wielkos¢ wielokrotnie
tg samg metod3 i jesli btedy sg zawsze wytacznie przypadkowe to:

= Kolejne pomiary beda roztozone dookota wartosci prawdziwej zgodnie z rozktadem
normalnym (Gausa).

= Okoto 68% tych wynikow bedzie odlegtych od wartosci prawdziwej o nie wiecej niz =10,

= |ub inaczej: pojedynczy pomiar z prawdopodobierstwem 68% bedzie roznit sie od
wartosci prawdziwej o nie wiecej niz 10,

Przyjmujemy zatem, ze o, jest niepewnoscig dla pojedynczego pomiaru:

x+ox - x=+o,

A
graficzne przedstawienie

rozktadu normalnego

funkcja opisujgca rozktad normalny

(x — p)?
20

fx) = expiifi—

e )




Analiza statystyczna pomiarow

Jaka bedzie niepewnos¢ pomiarowa wartosci sredniej? Niepewnosc¢ ta wynosi:

Oy |20 = %)?

VN J NN -1)

i nazywana jest odchyleniem standardowym srednie;.

Oz =

Powyzszy wzor pokazuje, ze wykonanie wiekszej liczby pomiaréw zmniejsza o5 . Nie mozna
jednak osiggng¢ dowolnie matej niepewnosci pomiarowej wartosci sredniej zwiekszajac
liczbe pomiardw. Taka procedura zmniejsza jedynie wptyw btedow przypadkowych. Nie ma
jednak wptywu na btad systematyczny (o tym za chwile).

Ostatecznie mozemy zapisa¢ wynik analizy statystycznej pomiardow jako:

xiay

W naszym przyk’fadzie (nie stosujemy na razie zaokraglania do cyfr znaczacych):
oz = 0.0550767 s
Koricowy wynik zapiszemy nastepujgco (po zaokragleniu do cyfr znaczacych):

T =4.037 £ 0.055 s



Btedy systematyczne
Konieczne jest wyszukanie i zredukowanie btedéw systematycznych. Zadanie to moze nie by¢
proste. Nie ma uniwersalnego podejscia do tego typu bteddéw.

Mozliwym zrodtem jest doktadnosc urzadzenia pomiarowego (czasem jest ona podana;
mozna tez porownac urzagdzenia miedzy sobg lub z urzadzeniem ,wzorcowym”, zeby ocenic
btad systematyczny).

Jesli uda nam sie okresli¢ wartos¢ btedu systematycznego to ostateczny wynik mozna zapisac
na dwa sposoby:

x X 5xprzypadkowy + stystematyczny
lub

x + ox, gdzie ox = \/(5xprzypadkowy)2+(5xsystematyczny)2

To drugie wyrazenie nie jest jednak scisle uzasadnione, jak jest to w przypadku opisu
matematycznego btedéw przypadkowych.

Whiosek: zwiekszanie liczby pomiaréw zmniejsza niepewnos¢ pomiarowg wartosci Srednie;j
zwigzang z btedami przypadkowymi, ale nie ma wptywu na niepewnos¢ zwigzang z btedami
systematycznymi. Jesli chcemy zredukowac niepewnos¢ catkowity, to musimy tez jakos
zmniejszy¢ btedy systematyczne.



Btedy systematyczne

Szukamy btedow:
= ywazne wykonanie / sprawdzenie obliczen

= sprawdzenie czy poréwnujemy nasz wynik z odpowiednig wartoscig uznang (lub
policzong przez kogos innego)

= sprawdzenie czy instrument pomiarowy nie powoduje wiekszych btedéw
systematycznych niz przyjeliSmy

[
[
I
[
= sprawdzenie czy uzyliSmy witasciwych wartosci parametrow potrzebnych do obliczen :
(np. statych fizycznych) |

[

I

[

[

I

|

= sprawdzenie czy nie popetnilismy btedu w zaprojektowaniu eksperymentu, poprzez
zaniedbanie jakiegos czynnika, ktéry wptywa na wynik

Poszukiwanie zrédet btedéw systematycznych moze by¢ zajeciem detektywistycznym.
Jednak czasem nie udaje sie wszystkich zidentyfikowac, pomimo wtozonego w to
wysitku.



Analiza statystyczna pomiarow

Dodatek A

W niektorych przypadkach zamiast zwyktej Sredniej, konieczne jest wyznaczenie tzw.
Sredniej wazonej. Stosuje sie jg wtedy, kiedy kolejne pomiary wielkosci mierzonej nie sg
wykonane z tg samag precyzjg (majg réozne niepewnosci).

* pomiary: x; = [x1,%2,X3,*+, Xy]

* niepewnosci pomiarowe: 0; = [01,07,03,,0y]

e wagi statystyczne: Wi = [(Jil)z(aiz)z(aig)z (5)2]

Wi1X1+WoXo+ - +WNXN Z?Ll WiX;

Y =
STW WitWo++wy Z?Ll w;

* Srednia wazona:

Pomiary majgce mniejszg niepewnos$¢, majg wiekszg wage (waznosc) i bardziej decydujg o
wartosci Srednie;j.



Analiza statystyczna pomiarow

Dodatek B

Niektore zrodta podajg, ze przy mato licznym zestawie pomiaréw (ponizej 10 pomiardéw, mata
proba) analiza statystyczna moze by¢ nastepujaca:

7 7 7 o X +x +...+x

* warto$é $rednia: X = 2 N
* zakres (rozrzut): R = Xpmax — Xmin

. Y& ol - R . . .
* niepewnosc Jednego pomiaru: ox = 2 (,,odpowiednik” odchylenia standardowego)

: ‘4 _ - ox L : o
° niepewnosc wartosci SreanEJ: 5x§r = \/_N (,odpowiednik” odchylenia standardowego $Sredniej)
* koncowy zapis wyniku: Xer T OXep
gdzie:

N — liczba pomiarow,

Xmax» Xmin — Maksymalny i minimalny pomiar w catej probie



Przenoszenie btedow

Rozwazmy taki przyktfad:

Mierzymy dtugosci bokow prostokgta a i b. Kazdq z tych wielkosci znamy z pewng
niepewnosciq. Jesli z tych pomiarow obliczmy obwdd (L) i pole prostokqta (P), to jakg
niepewnosciq bedqg obcigzone te wielkosci?

Mozemy to obliczy¢ dzieki analizie przenoszenia btedow. Dodatkowym efektem tej analizy
jest mozliwos¢ wskazania zrodet dominujgcego btedu obliczanej wielkosci i nastepnie
zredukowania ich.



Przenoszenie btedéw (metoda liniowa)

Boki prostokata majg wymiary: a = 1.25+ 0.21 cm, b = 4.41 + 0.28 cm

Nalezy wyznaczy¢ :
* obwdd: L = 2(a + b)
* powierzchnie: P =a-b

* oraz ich niepewnosci: 6L, 6P (oy, op)

Najwieksza prawdopodobna wartosé:
L* =L+ 6L =2((a+6a)+ (b+8b)) =

Najmniejsza prawdopodobna wartosé:
L-=L-6L=2((a—6a)+ (b—6b)) =

Stad:
6L =2(8a + 6b)

W naszym przyktadzie:

2(a + b)|+|2(6a + 6b)
L OL
2(a + b)|—|2(8a + 6b)

L=11.324+0.98 cm




Przenoszenie btedow (metoda liniowa)

Boki prostokata majg wymiary: a = 1.25+ 0.21 cm, b = 4.41 + 0.28 cm
Nalezy wyznaczy¢ :

* obwédd: L = 2(a + b)

* powierzchnie: P =a-b

 oraz ich niepewnosci: 6L, 6P (oy, op)

Najwieksza prawdopodobna wartosc:

P*=P+6P=(a+6a)- (b+6b)=ab(1+2=+2+

6a-6b)
ab

Najmniejsza prawdopodobna wartos¢:

P—=P—5P=(a—5a)-(b—5b)=ab(1—

oa &b oa-éb
% b T w )

Stad:

p
—Xpt — p) =lapl(22 + 22
5P =2 (P* - P7) =[ab](** + =)

W naszym przyktadzie:
P =5.5+ 1.3 cm?



Przenoszenie btedow

Przedstawiona przed chwilg metoda (/iniowego przenoszenia btedow) moze zawyzaé
niepewnosc¢ wyniku koncowego. Metoda ta zaktada, ze we wszystkich pomiarach
mylimy sie w te samg strone (przeszacowujac o +6x lub niedoszacowujgc o —dx).
Takie zdarzenie, chociaz mozliwe, jest dos¢ mato prawdopodobne, o ile:

= Jesli niepewnosci pomiaréw sg przypadkowe (podlegajg rozktadowi normalnemu)

= Mierzone wielkosci sg od siebie niezalezne (btedy wystepujgce w jednej z
mierzonych wielkosci nie wptywajg na btedy pozostatych)
W takim przypadku niepewnosc¢ wielkosci obliczanej z tych pomiaréw wyznaczymy z

reguty kwadratowego przenoszenia btedow. Metoda ta dopuszcza mozliwosé
czesciowego zniesienia sie btedow kilku pomiarow sktadajgcych sie na wynik korcowy.



Przenoszenie btedow

Rozwazmy przypadek wyznaczania wielkosci zaleznej od dwdch zmiennych: f(x, y)
WielkosSci mierzone i ich niepewnosci: x + 6x,y + &y
Wyznaczyc trzeba niepewnosc: 6 f

W analizie konieczne jest obliczenie pochodnych czgstkowych. Wyrazenie na 6f:

niepewnos¢ niepewnos¢
wynikajaca wynikajaca
tylko z 6x tylko z 6y
af . .
e pochodna czgstkowa po x: - (y traktujemy jak statg)
of . .
* pochodna czgstkowa po y: % (x traktujemy jak stata)

Jesli wielkos¢, ktérg obliczamy zalezy od jednej zmiennej, liczymy zwyktg pochodna.
* funkcja jednej zmiennej: f(x)

df (x)

e pochodna zwykta po x: .



Przenoszenie btedow

W naszym przyktadzie:

Obwad: L=2(a+b)
oL
Pochodna po a: e 2
oL
Pochodna po b: = 2
Niepewnos¢ wynikajgca tylko z da: % 6a = 0.42
Niepewnos’c’ Wynikajaca tylko z 0b: % ob = 0.56 (ta niepewnos¢ nieznacznie dominuje)
: y : oL o \% = (9L o, \?
Niepewnosc¢ catkowita: oL = (% 5a) + (% 5b) = 0.70
Wynik koncowy: L=11.32+0.70 cm

w metodzie liniowej byto: L = 11.32 + 0.98 cm



Przenoszenie btedow

W naszym przyktadzie:
Pole: P=a-b

JoP

Pochodna po a: e b
Pochodna po b: Z—Z =a
Niepewnos¢ wynikajgca tylko z da: Z—I; 6a = 0.93 (ta niepewnoéé dominuje)
Niepewnos$¢ wynikajaca tylko z 6b: g—z 6b = 0.35
aP

2 2
Niepewnosc¢ catkowita: OP = \/(aa Sa) + (Z—Z 5b) = 0.99

Wynik koAcowy: P =5.51 + 0.99 cm?

w metodzie liniowej byto: P = 5.5 + 1.3 cm?



Przenoszenie btedow

Ogodlny wzdr przenoszenia bteddw umozlwiajgcy oszacowanie niepewnosci obliczanej
wielkosci, ktdra zalezy od N zmiennych x4, x5, ..., Xy (niezaleznych od siebie):

* wielkos¢ obliczana: f (x4, x5, ..., Xy)
* niepewnosci poszczegdlnych zmiennych: 6 x4, 6x5, ..., dxy

* niepewnos¢ wyznaczenia wielkosci obliczanej:

8f=\/(:—£5x ) + (5= 6x2) +---+(a"’7];5x,V Jz — 8x

dx;

Kroki do wykonania, aby otrzymac 8 f i zapisa¢ koncowy wynik:

* Ustal od jakich zmiennych x; zalezy wielko$¢ obliczana f oraz jaka jest postac¢ funkcji
opisujacej te zaleznosc¢ i jakie sg niepewnosci dx;

Zapisz posta¢ wszystkich potrzebnych pochodnych czgstkowych %

l

2
Oblicz i posumuj wszystkie wyrazenia (% Sxi)

Wyciagnij pierwiastek z powyzszej sumy

Zaokraglij: 6f do dwdch cyfr znaczacych, a koricowy wynik f zgodnie z zaokraglonym 6 f

Zapisz koncowy wynik w formie f + 6f



